
Matematyka

Lista 1

De�nicja. Dla dwóch dowolnych niepustych zbiorów A, B zbiór uporz¡dkowanych par

{(a, b) : a ∈ A ∧ b ∈ B}

b¦dziemy oznacza¢ A × B i nazywa¢ produktem kartezja«skim zbiorów A, B. Je±li A = B
to stosuje si¦ skrótowy zapis A2 = A× A.

Przykªad. Punkty pªaszczyzny okre±la si¦ jednoznacznie za pomoc¡ par liczb rzeczywistych
(wspóªrz¦dnych) tworz¡c dwie, przecinaj¡ce si¦ pod k¡tem prostym osie. Zatem pªaszczyzn¦
mo»na traktowa¢ jako produkt kartezja«ski R2 .

Zad 1. Przyjmuj¡c, »e punkty pªaszczyzny s¡ uporz¡dkowanymi parami liczb rzeczywistych,
wyznaczy¢ A×B i B × A dla nast¦puj¡cych zbiorów

a) A = {x : 1 < x < 3}, B = {y : 0 < y < 2},

b) A = {x : x = 2}, B = {y : −1 < y < 1},

c) A = {x : x = 0,±1,±2, ...}, B = {y : y = 2},

d) A = {x : |x− 2| > 3}, B = {y : |y + 2| ≤ 3},

e) A = {x : x2−2x+1
x2−2x+8

≥ 0}, B = {y : 0 < |y − 1| < 5}.

Zad 2. Wypisa¢ elementy produktu A×B i B × A dla nast¦puj¡cych zbiorów

a) A = {0, 1}, B = {0, 1},

b) A = {1}, B = {0, 1, 2},

c) A = {1, 1}, B = {2, 3},

Zad 3. Obliczy¢ liczb¦ elementów w zbiorze A×B je±li zbiór A jest n-elementowy, a zbiór
B jest m-elementowy.

Zad 4. Sprawdzi¢ czy prawdziwe s¡ równo±ci

a) A× (B ∪ C) = (A×B) ∪ (A× C),

b) A× (B ∩ C) = (A×B) ∩ (A× C),

c) A \ (B × C) = (A \B)× (A \ C),

d) A ∩ (B × C) = (A ∩B)× (A ∩ C),

e) A× (B \ C) = (A×B) \ (A× C).

De�nicja. Relacj¡ ρ okre±lon¡ na elementach niepustych zbiorów A, B, nazywamy ka»dy
podzbiór produktu kartezja«skiego tych zbiorów. Czyli ρ jest relacj¡, je±li ρ ⊂ A × B. Po-
nadto, je±li (a, b) ∈ ρ, to b¦dziemy mówili, »e element a jest w relacji z elementem b.

Przykªad. Równolegªo±¢ w zbiorze prostych jest relacj¡. Mianowicie, niech A b¦dzie zbio-
rem wszystkich prostych na pªaszczy¹nie i rozwa»my relacj¦ ρ ⊂ A× A dan¡ warunkiem

(x, y) ∈ ρ ⇐⇒ prosta x jest równolegªa do prostej y.



De�nicja. Relacj¦ ρ ⊂ X ×Y nazywamy funkcj¡ okre±lon¡ na zbiorze X, o warto±ciach ze
zbioru Y , gdy speªnione s¡ warunki ∧

x∈X

∨
y∈Y

(x, y) ∈ ρ,

∧
x∈X

∧
y1,y2∈Y

(x, y1) ∈ ρ ∧ (x, y2) ∈ ρ =⇒ y1 = y2.

Tradycyjnie dla oznaczenia funkcji b¦dziemy u»ywa¢ liter f , g, h, ... . W miejsce (x, y) ∈ f
piszemy cz¦±ciej y = f(x). Natomiast napis f : X → Y czytamy �f odwzorowuje X w Y .
Ponadto zbiór X nazywamy dziedzin¡ funkcji f , a zbiór

f(X) = {y :
∨
x∈X

y = f(x)}

nazywamy przeciwdziedzin¡ (lub te» obrazem) funkcji f .

Przykªad. Niech X oznacza zbiór artykuªów w wybranym sklepie, a Y zbiór cen tych
artykuªów. Ka»demu artykuªowi przyporz¡dkowana jest jedna cena, a wi¦c ustala ona pewn¡
funkcj¦ f : X → Y .

Zad 5. Sprawdzi¢ która z relacji jest funkcj¡:

a) ρ ⊂ R2, (x, y) ∈ ρ ⇐⇒ x2 = y2,

b) ρ ⊂ [0,∞)×R, (x, y) ∈ ρ ⇐⇒ y2 = 2x,

c) ρ ⊂ N2, (x, y) ∈ ρ ⇐⇒ x|y, (x|y oznacza, »e y jest podzielne przez x)

d) ρ ⊂ N2, (x, y) ∈ ρ ⇐⇒ 2|(x + y),

e) ρ ⊂ R2, (x, y) ∈ ρ ⇐⇒ xy = 4,

f) ρ ⊂ C2, (x, y) ∈ ρ ⇐⇒ x2 + y2 − 9 = 0,

g) ρ ⊂ [−1, 1]×R, (x, y) ∈ ρ ⇐⇒ x2 + y2 − 1 = 0,

De�nicja. Rozwa»my funkcje f : X → Y i g : Y → Z. Wtedy wzór

(g ◦ f)(x) := g(f(x))

okre±la now¡ funkcj¦ g◦f : X → Z nazywan¡ funkcj¡ zªo»on¡ lub te» funkcj¡ superponowan¡

(z funkcji g i f).

Zad 6. Dane s¡ funkcje f(x) = x3 − x i g(x) = sin 2x. Znale¹¢:

a) f
(
g
( π

12

))
, b) g

(
f(1)

)
, c) g

(
f(2)

)
, d) f

(
f
(
f(x)

))
.

Zad 7. Dana jest funkcja f(x) = 1
1−x

. Znale¹¢: f
(
f(x)

)
, f

(
f
(
f(x)

))
.

Zad 8. Znale¹¢: f
(
f(x)

)
, g

(
g(x)

)
, f

(
g(x)

)
, g

(
f(x)

)
, je±li:

a) f(x) = x2, i g(x) = 2x,



b) f(x) = sgnx, gdzie sgn x =


−1 gdy x < 0

0 gdy x = 0

1 gdy x > 0

, i g(x) = 1
x
.

Zad 9. Nast¦puj¡ce funkcje zªo»one przedstawi¢ za pomoc¡ zwi¡zków utworzonych z pod-
stawowych funkcji elementarnych:

a) y = sin3 x, b) y = 3
√

(1 + x2), c) y = log tg x, d) y = 5(3x+1)2 .

De�nicja. Funkcj¦ f : X → Y nazywamy iniekcj¡ (odwzorowaniem ró»nowarto±ciowym),
gdy speªniony jest warunek ∧

x1,x2∈X

x1 6= x2 =⇒ f(x1) 6= f(x2)

i piszemy wtedy f : X
1−1−→ Y .

Funkcj¦ f : X → Y nazywamy suriekcj¡ (odwzorowaniem �na�), gdy f(X) = Y i piszemy
wtedy f : X −→

na Y .
Bijekcja jest to odwzorowanie b¦d¡ce jednocze±nie iniekcj¡ i suriekcj¡. Inaczej mówimy, »e

jest to odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne. Oznaczamy je przez f : X
1−1−→
na Y .

Zad 10. Zbada¢ czy dane odwzorowanie jest iniekcj¡, suriekcj¡, lub bijekcj¡:

a) f : R→ R, f(x) = 3x,

b) f : R→ R, f(x) = 2x3,

c) f : R \ {−1} → R, f(x) = x−1
x+1

,

d) f : R→ [1,∞), f(x) = x2 + 1,

e) f : [0,∞) → [1,∞), f(x) = x2 + 1,

f) f : R→ R, f(x) = arctgx,

g) f : R→ [−1, 1], f(x) = sin x,

h) f : N2 → N, f((n, m)) = n + m,

i) f : N2 → N, f((n, m)) = nm,

j) f : C2 → C, f((n, m)) = n2m,

k) f : N2 → N, f((n, m)) = max(n,m).

De�nicja. Niech f : X → Y b¦dzie funkcj¡ i rozwa»my relacje

f = {(x, f(x)) : x ∈ X} ⊂ X × Y, f−1 = {(f(x), x) : x ∈ X} ⊂ Y ×X.

Relacja f−1 jest funkcj¡ wtedy i tylko wtedy, gdy f jest bijekcj¡ i wtedy f−1 nazywamy
funkcj¡ odwrotn¡ do f .

Innymi sªowy, je±li funkcja f : X
1−1−→
na Y jest bijekcj¡, to dla ka»dej warto±ci y0 ∈ Y istnieje

dokªadnie jedna warto±¢ x0 ∈ X taka, »e f(x0) = y0. Zatem na zbiorze Y mamy okre±lon¡
funkcj¦ x = f−1(y), któr¡ nazywamy funkcj¡ odwrotn¡ do funkcji y = f(x).
Bezpo±rednio z de�nicji wynikaj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci funkcji odwrotnej



1) f : Y → X jest te» bijekcj¡

2) (f−1)−1 = f ,

3) f(f−1(y)) = y, dla y ∈ Y ,

4) f−1(f(x)) = x, dla x ∈ X,

5) je»eli f : X → Y i g : Y → Z s¡ bijekcjami, to (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

Przykªady wa»niejszych funkcji odwrotnych.

1) Je±li f(x) = ax, a > 0, a 6= 1, to f : R −→ (0,∞) jest bijekcj¡ oraz f−1(x) = loga x.

2) Je±li f(x) = sin x, to f : (−π
2
, π

2
) −→ (−1, 1) jest bijekcj¡ oraz f−1(x) = arcsin x.

3) Je±li f(x) = cos x, to f : (0, π) −→ (−1, 1) jest bijekcj¡ oraz f−1(x) = arccos x.

4) Je±li f(x) = tg x, to f : (−π
2
, π

2
) −→ R jest bijekcj¡ oraz f−1(x) = arctgx.

5) Je±li f(x) = tg x, to f : (0, π) −→ R jest bijekcj¡ oraz f−1(x) = arcctgx.

Zad 11. Wyznaczy¢ funkcj¦ odwrotn¡ i sporz¡dzi¢ wykresy obu funkcji na jednym ukªadzie
wspóªrz¦dnych

a) y = 3x + 1, gdzie x ∈ (−1
3
,∞) ∧ y ∈ (0,∞),

b) y = −2x + 1, gdzie x ∈ (−∞, 0] ∧ y ∈ [1,∞),

c) y = x2, gdzie x ∈ (−∞,−1) ∧ y ∈ (1,∞),

d) y = −x2 − 1, gdzie x ∈ (0,∞) ∧ y ∈ (−∞,−1),

e) y = x2 + 2x + 2, gdzie x ∈ [−1,∞) ∧ y ∈ [1,∞),

f) y = −
√
−x− 1 + 1, gdzie x ∈ (−∞,−1) ∧ y ∈ (−∞, 1),

g) y = log(x + 1), gdzie x ∈ (−1,∞) ∧ y ∈ R,

h) y = (1
2
)x+1, gdzie x ∈ R ∧ y ∈ (0,∞),

i) y = x+1
x−1

, gdzie x, y ∈ R \ {1},

j) y = 3x−1, gdzie x ∈ R ∧ y ∈ (0,∞).


